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Résumé
Dans e travail, nous montrons des propriétés d'équidistribution des horoyles
d'une surfae géométriquement nie à ourbure négative variable. Si la surfae est
hyperbolique, nous en déduisons un résultat d'équidistribution des orbites du ot horo-
ylique en volume inni.
Introdution
Cet artile a pour propos essentiel d'étudier l'équidistribution des orbites du ot horo-
ylique d'une surfae hyperbolique, lorsqu'elle est de volume inni.
Rappelons que dans le as d'une surfae ompate S, le ot horoylique (ht)t∈R sur le
bré unitaire tangent T 1S˜ est uniquement ergodique (Furstenberg [12℄) et, en partiulier,
toutes les orbites du ot horoylique s'équidistribuent vers l'unique probabilité invariante :
la mesure de Liouville. Si S n'est plus ompate, mais seulement de volume ni, les orbites
périodiques donnent lieu à d'autres probabilités invariantes ergodiques [9℄, mais le résultat
est essentiellement le même (Dani-Smillie [10℄) : toute orbite non périodique s'équidistribue
vers la mesure de Liouville. Ces résultats d'équidistribution ont été étendus par Marina
Ratner à tous les ots unipotents sur les espaes G/Γ, où Γ est un réseau d'un groupe de
Lie G.
En revanhe, le adre des espaes homogènes G/Γ de volume inni a été peu étudié,
et nous nous intéressons ii au as le plus simple d'une surfae hyperbolique S de volume
inni. Si S est réalisée omme le quotient H/Γ, où H est le demi-plan hyperbolique et Γ ⊂
PSL(2,R) est un groupe Fuhsien, son bré unitaire tangent T 1S s'identie à PSL(2,R)/Γ,
et la mesure de Haar sur PSL(2,R)/Γ oïnide ave la mesure de Liouville sur T 1S. Celle-i
harge alors des points errants du ot horoylique, et est en partiulier non ergodique.
Néanmoins, si S est supposée géométriquement nie (i.e. si Γ est de type ni), il existe une
autre mesure invariante m à support dans l'ensemble non errant E du ot horoylique.
Cette mesure est de masse totale innie et ergodique pour le ot horoylique [5℄, [18℄. C'est
l'unique mesure invariante ergodique distinte des probabilités invariantes induites par les
orbites périodiques du ot horoylique, quand il y en a.
Lorsque la surfae est onvexe-oompate, i.e. géométriquement nie sans usps, une
propriété d'équidistribution des orbites du ot horoylique a été démontrée par Burger
dans [5℄, à l'aide de méthodes analytiques préises, mais valides sous ertaines onditions
sur l'exposant ritique de Γ. Nous nous intéressons ii au as général d'une surfae ave (ou
sans) usps, sans restrition sur l'exposant ritique, dans lequel nous prouvons l'équidistribu-
tion par une méthode valide en ourbure variable. Comme m est innie, on ne peut espérer
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un résultat lassique d'équidistribution des moyennes, et nous allons énoner un théorème
de type quotient. (L'énoné est à omparer ave le théorème quotient de Hopf [16℄, analogue
en mesure innie du théorème de Birkho.)
Théorème 4.4 Soit S une surfae hyperbolique géométriquement nie, et u ∈ E ⊂ T 1S
un veteur non errant et non périodique pour le ot horoylique (ht)t∈R. Alors pour toutes
fontions ontinues à support ompat ϕ et ψ de T 1S dans R, on a∫ t
−t
ψ ◦ hs(u) ds∫ t
−t ϕ ◦ h
s(u) ds
−→
∫
T 1S
ψ dm∫
T 1S ϕdm
quand t→ +∞.
En fait, e théorème est une reformulation d'un théorème plus général en ourbure
variable (Théorème 3.1), qui lui-même se déduit d'un théorème d'équidistribution d'autres
moyennes, que nous allons dérire i-dessous.
Soit don S une surfae géométriquement nie de ourbure variable majorée par −1. On
sait qu'il existe une mesure importante sur T 1S, la mesure de Patterson-Sullivan mPS , à
support dans l'ensemble non errant Ω du ot géodésique. Par ailleurs, il n'y a plus alors de
paramétrisation naturelle du ot horoylique, mais simplement un feuilletage de T 1S en
horoyles. Sur haque feuille notée H+ de e feuilletage, on dispose d'une part d'une dis-
tane notée dH+ , et d'autre part de la mesure onditionnelle µ
ps
H+ de la mesure de Patterson-
Sullivan. Nous étudions dans e adre le omportement des moyennes
Mr,u(ψ) :=
1
µpsH+(B
+(u, r))
∫
B+(u,r)
ψ(v) dµpsH+ (v) ,
où u est un veteur xé de la feuille H+ et B+(u, r) la boule entrée en u de rayon r pour
la distane dH+ .
A priori, elles peuvent sembler sans rapport ave les moyennes sur les orbites du ot
horoylique du théorème 4.4 i-dessus. Mais d'une part en ourbure onstante, pour tout
veteur u, la boule B+(u, r) oïnide ave l'orbite {hs(u), |s| < r}.
D'autre part, la notion lé utilisée ii est non pas elle de mesure invariante par le ot
horoylique, mais plutt elle de mesure transverse invariante par holonomie. La lassia-
tion des mesures invariantes a son analogue dans e adre : en dehors des mesures transverses
invariantes induites par les feuilles ompates, il existe une unique mesure transverse invari-
ante, notée µ = {µT}, à support dans l'ensemble non errant du feuilletage horoylique [18℄.
La mesurem du théorème 4.4 est le  produit  de ette mesure µ par la mesure de Lebesgue
dt le long des orbites du ot horoylique, alors que la mesure de Patterson-Sullivan est le
produit de ette même mesure µ par la famille de mesures onditionnelles {µpsH+}.
An d'étudier les moyennes Mr,u, nous aurons besoin d'une ondition de divergene des
bouts uspidaux de S notée (1) qui est vériée en ourbure onstante, et qui impliquera en
partiulier que la mesure de Patterson Sullivan mPS est nie. Nous la supposerons don
normalisée en une probabilité sur T 1S. Notre résultat est alors :
Théorème 2.1 Soit S une surfae géométriquement nie de ourbure majorée par −1 dont
les bouts uspidaux vérient la ondition (1). Soit u un veteur de T 1S dont la feuille H+(u)
est non errante (pour le feuilletage horoylique) et non ompate. Alors pour toute fontion
ontinue à support ompat ψ : T 1S → R, on a
1
µpsH+(B
+(u, r))
∫
B+(u,r)
ψ(v) dµpsH+(v) −→
∫
T 1S
ψ dmPS quand r→ +∞ .
L'organisation du texte est la suivante : le paragraphe 1 est onsaré aux préliminaires
sur les surfaes géométriquement nies. Le théorème 2.1 est prouvé au paragraphe 2. Nous
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en déduisons (setion 3) un résultat d'équidistribution de moyennes généralisées en ourbure
variable (théorème 3.1), et pour nir nous expliquons au paragraphe 4 pourquoi le théorème
4.4 en est une simple reformulation en ourbure onstante.
Je remerie M. Burger pour avoir posé une question motivant les résultats de et artile,
et ommenté une version préliminaire de e travail. Il a suggéré l'approhe onsistant à
étudier d'abord l'équidistribution de moyennes pour d'autres mesures que la mesure de
Lebesgue, approhe qu'il avait déjà onsidérée ave A. Fisher pour traiter ette question
(ommuniation personnelle) .
1 Préliminaires
1.1 Surfaes géométriquement nies en ourbure négative variable
Soit S une surfae riemannienne à ourbure setionnelle majorée par −1. On notera S˜
son revêtement universel, Γ = π1(S) son groupe fondamental, T
1S son bré unitaire tangent,
et π : T 1S → S la projetion anonique. Soit d la distane riemannienne sur S et S˜.
Le bord à l'inni ∂S˜ de S˜ permet de ompatier S˜ en S = S˜ ∪ ∂S˜. Le groupe Γ
agit sur S˜ par isométries, et sur ∂S˜ par homéomorphismes. Si o ∈ S˜, l'ensemble limite
ΛΓ := Γo \ Γo ⊂ ∂S˜ de Γ est aussi le plus petit fermé Γ-invariant de ∂S˜.
Le oyle de Busemann est la fontion ontinue dénie pour tout ξ ∈ ∂S˜ et (x, y) ∈ S˜2
par βξ(x, y) := lim
z→ξ
d(x, z) − d(y, z) = ”d(x, ξ) − d(y, ξ)” . Un horoyle H ⊂ S˜ entré en ξ
est une ligne de niveau de l'appliation y → βξ(y, o). Une horoboule H ⊂ S˜ entrée en ξ est
un sous-ensemble H = {y ∈ S˜, βξ(y, o) ≤ C}, ave C ∈ R.
Si u ∈ T 1S˜, notons u+ et u− les extrémités dans ∂S˜ de la géodésique dénie par u,
et ∂2S˜ := ∂S˜ × ∂S˜ \ {(ξ, ξ), ξ ∈ ∂S˜}. Le bré unitaire tangent T 1S˜ est homéomorphe à
∂2S˜ × R via l'appliation u 7→ (u−, u+, βv−(v, o)). L'ensemble non errant Ω ⊂ T
1S du ot
géodésique g = (gt)t∈R de S (agissant sur T
1S) s'identie (Eberlein, [11℄) à l'ensemble des
veteurs v ∈ T 1S dont un relevé v˜ ∈ T 1S˜ dénit une géodésique dont les deux extrémités
sont dans ΛΓ.
Un point ξ de l'ensemble limite ΛΓ est dit radial s'il existe un point o ∈ S˜ et une innité
de points de l'orbite Γo à distane bornée du rayon [oξ). Si ξ ∈ ΛΓ est l'unique point xe
d'une isométrie parabolique de Γ, il est dit parabolique. Le stabilisateur dans Γ d'un tel point
sera appelé un sous-groupe parabolique . Nous noterons ΛR (resp. ΛP ) l'ensemble des points
limite radiaux (resp. paraboliques) de ΛΓ.
Le groupe Γ est dit oompat si S est ompate, onvexe-oompat si Ω est ompat,
et géométriquement ni si ΛΓ = ΛR ∪ΛP . Si Γ est géométriquement ni, la projetion π(Ω)
sur S de l'ensemble non errant Ω ⊂ T 1S du ot géodésique se déompose en l'union d'une
partie ompate C0, et d'un nombre ni de usps Ci. Cette aratérisation de la nitude
géométrique est lassique sur des variétés à ourbure pinée (voir Bowdith [3℄), mais reste
vraie en ourbure seulement majorée par −1 (voir Roblin [18℄). Si S est hyperbolique, Γ est
géométriquement ni si et seulement s'il est de type ni.
L'exposant ritique d'un sous-groupe G de Γ est déni omme
δG = lim sup
T→∞
1
T
log ♯ { g ∈ G, d(o, go) ∈ [T, T + 1[ }.
C'est aussi l'exposant ritique de la série de Poinaré de G∑
g∈G
e−sd(o,go) .
En ourbure onstante, le fait que Γ soit géométriquement ni implique qu'il est divergent,
i.e. que la série i-dessus (pour G = Γ) est divergente en s = δΓ (Sullivan [22℄). Cei est faux
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en général en ourbure variable, et nous imposerons dans toute la suite l'hypothèse suivante.
Pour tout sous-groupe parabolique Π de Γ, il existe une onstante D ≥ 1 telle que
1
D
eδΠT ≤ ♯ { p ∈ Π, d(o, po) ≤ T } ≤ DeδΠT (1)
Cette hypothèse est vériée lorsque les usps de S sont isométriques aux usps d'une surfae
loalement symétrique à ourbure négative (voir [20℄).
Elle implique que tout sous-groupe parabolique Π de Γ est divergent. Les travaux de
Dal'bo, Otal et Peigné [8℄ permettent d'en déduire un grand nombre de renseignements,
dont ertains sont résumés dans la proposition suivante :
Proposition 1.1 (Dal'bo-Otal-Peigné [8℄) Soit Γ un groupe géométriquement ni, dont
tout sous-groupe parabolique Π est divergent. Alors δΠ < δΓ, et le groupe Γ est lui-même
divergent.
Remarque 1.2 Ce résultat n'est en fait démontré dans [8℄ que dans le adre des variétés
géométriquement nies à ourbure négative pinée, as dans lequel la déomposition de S
en l'union des usps et de la partie ompate est lassique. Mais Roblin [18℄ a montré que
pour obtenir ette déomposition, il sut que la ourbure soit majorée par −1, de sorte que
le résultat i-dessus est vrai sous ette hypothèse.
Nous verrons une autre onséquene tirée de [8℄ de ette hypothèse au paragraphe suivant.
1.2 Feuilletage horoylique
Les horoyles de S˜ se relèvent à T 1S˜ de la manière suivante. Si H est un horoyle
entré en ξ ∈ ∂S˜, dénissons H+ ⊂ T 1S˜ omme l'ensemble des veteurs v ∈ T 1S˜ dont le
point base est sur H et tels que v− = ξ. Si u ∈ T 1S˜, nous noterons H(u) l'horoyle de S˜
entré en u− et passant par le point base de u, et H+(u) son relevé à T 1S˜ :
H+(u) = {v ∈ T 1S˜, v− = u− et βv−(u, v) = 0} .
Les horoyles de T 1S˜ oïnident ave les variétés fortement instables du ot géodésique,
nous les appellerons don horoyles fortement instables. Ils forment un feuilletage (trivial)
de T 1S˜ de dimension 1 et de odimension 2. Ils passent au quotient sur T 1S en les var-
iétés fortement instables du ot géodésique de T 1S, toujours notées H+(u) pour simplier.
Sur T 1S, e feuilletage n'est plus trivial, nous l'appellerons feuilletage fortement instable,
noté Wsu.
Rappelons quelques notions sur les feuilletages. Si ϕ : B → R2 × R est une arte de e
feuilletage, B sera appelée une boîte. Une plaque de B est un ensemble P = ϕ−1({x} × R),
et une transversale T de B est un ensemble de la forme T = ϕ−1(R2 × {t}). Si P est une
plaque et T une transversale de B, nous noterons B = T × P . Si u ∈ B, nous noterons
Pu ⊂ H+(u) sa plaque dans B.
Vue la struture produit de T 1S˜ ≃ ∂2S˜ × R, une famille naturelle de transversales au
feuilletage fortement instable de T 1S˜ est l'ensemble des variétés faiblement stables W˜ s(u)
du ot géodésique g˜. Elles sont dénies par
W˜ s(u) := {v ∈ T 1S˜, v+ = u+} .
Elles passent au quotient sur T 1S en les variétés faiblement stablesW s(u) du ot géodésique
g, et on pourra prendre pour transversales des petits ouverts de es variétés stables.
Une appliation d'holonomie ζ : T → T ′ entre deux transversales T et T ′ d'une même
boîte B est l'homéomorphisme qui suit les plaques de B de T dans T ′. Plus généralement,
on appelle appliation d'holonomie une omposée (au sens d'un pseudogroupe, [6℄) de telles
appliations.
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Une mesure transverse au feuilletage Wsu est une olletion de mesures de Radon ν =
{νT} sur les transversales T au feuilletage. Elle est dite invariante par holonomie si pour
toute appliation d'holonomie ζ : T → T ′,
ζ∗νT = νT ′ .
Notons que toute feuille fermée H+ du feuilletage induit une mesure transverse invariante
anonique νH
+
dénie sur toute transversale T de la manière suivante :
νH
+
T :=
∑
t∈T∩H+
δt.
Le support d'une mesure transverse ν = {νT } est l'union des supports des mesures νT , T
dérivant toutes les transversales àWsu. Si ν est invariante par holonomie, 'est un ensemble
saturé du feuilletage (i.e. une union de feuilles).
On appelle système de Haar une olletion de mesures α = {αH+} sur les feuilles H
+
du feuilletage, qui vérient la ondition de ontinuité suivante. Pour toute boîte B = T ×P
relativement ompate, l'appliation i-dessous est ontinue :
t ∈ T → αH+(Pt) (2)
Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté sur la feuille H+ onsidérée, nous noterons α au lieu
de αH+ .
La mesure riemannienne induite sur le feuilletage, notée λ = {λH+}, est un exemple de
système de Haar.
La donnée d'une mesure transverse ν invariante par holonomie et d'un système de Haar
α permet de dénir une mesure, notée ν ◦ α, sur tout T 1S. On la dénit sur toute boîte
B = T × P par
ν ◦ α(B) :=
∫
T
α(Pt) dνT (t) , (3)
l'invariane par holonomie de ν impliquant que l'expression i-dessus ne dépend pas du hoix
de la transversale T .
La mesure de Patterson-Sullivan sur T 1S est un exemple de tel produit. Rappelons qu'on
la onstruit à partir de la mesure Γ-invariante m˜PS sur T
1S˜ = ∂2S˜ × R dénie par :
dm˜PS(v) = exp δΓβv+(o, π(v)) exp δΓβv−(o, π(v))dνo(v
+)dνo(v
−)dt,
où νo est une mesure sur ∂S˜ de support inlus dans l'ensemble limite ΛΓ, dite mesure de
Patterson. Lorsque Γ est divergent (e qui est assuré par (1)), il existe une unique telle
mesure sur ∂S˜, de sorte que ette onstrution donne une unique mesure mPS sur T
1S,
appelée la mesure de Patterson-Sullivan.
La formule i-dessus généralise l'expression donnée par Sullivan [21℄ en ourbure on-
stante égale à −1 :
dm˜PS(v) =
dνo(v
+) dνo(v
−) dt
|v− − v+|2δΓ
.
On dénit un système de Haar en onsidérant les mesures onditionnelles de m˜PS sur
les horoyles fortement instables :
dµ˜psH+(v) = exp δΓβv+(o, π(v))dνo(v
+)
Cette famille est Γ-invariante au sens où γ∗µ˜
ps
H+ = µ˜
ps
γH+ , et passe don au quotient en une
famille de mesures µps = {µpsH+} sur les feuilles H
+
de Wsu. La propriété de ontinuité (2)
est démontrée dans [18℄ (Lemme 1.16), e qui assure que 'est bien un système de Haar.
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Cette famille de mesures vérie la propriété immédiate et essentielle d'être dilatée quand on
la pousse par le ot :
µpsgtH+ = e
δΓt gt∗µ
ps
H+ . (4)
D'autre part, on sait aussi que la mesure νo utilisée i-dessus a pour support ΛΓ, de sorte
que haune des mesures µpsH+ i-dessus a pour support l'ensemble des veteurs v de H
+
,
tels que v+ ∈ ΛΓ. Si H+ est entrée dans ΛΓ, e support n'est rien d'autre que H+ ∩ Ω.
De la même manière, si T = W s(v) est une transversale au feuilletage, la formule
dµ˜T (w) = exp(−δΓt)dνo(w
−)dt
dénit une mesure transverse invariante par holonomie et par Γ, qui passe don au quotient
en une mesure transverse invariante par holonomie pour le feuilletageWsu, notée µ = {µT }.
Par onstrution de toutes es mesures, il est lair quemPS est le produit de ette mesure
transverse µ et du système de Haar µps = {µpsH+} au sens de (3) i-dessus.
Sous l'hypothèse (1), on a vu (proposition 1.1) que le groupe Γ est divergent et que pour
tout sous-groupe parabolique Π de Γ, on a δΠ < δΓ. Des travaux de Dal'bo-Otal-Peigné [8℄,
on déduit alors que la mesure de Patterson-Sullivan est nie.
La topologie des feuilles deWsu est bien onnue. Pour la dérire, introduisons l'ensemble
E ⊂ T 1S des veteurs v ∈ T 1S dont un relevé v˜ à T 1S˜ vérie v˜− ∈ ΛΓ. Il se déompose en
une union disjointe
E = ER ⊔ EP ,
où ER (resp. EP ) est l'ensemble des veteurs tels que v˜− ∈ ΛR (resp. v˜− ∈ ΛP ). Remarquons
que EP est l'ensemble des veteurs négativement divergents par le ot géodésique, i.e. dont
l'orbite (g−tu)t≥0 diverge dans un usp de S, et ER est l'ensemble négativement réurrent, i.e.
l'ensemble des veteurs dont l'orbite (g−tu)t≥0 revient inniment souvent dans un ompat
de S.
Théorème 1.3 (Dal'bo [7℄, Hedlund [14℄) Soit S une surfae géométriquement nie à
ourbure majorée par une onstante stritement négative. Alors :
1. Les horoyles inlus dans ER sont denses dans E. En partiulier, leur projetion sur
S revient inniment souvent dans la partie ompate C0 de la variété.
2. Les horoyles de EP sont ompats.
3. Les horoyles de T 1S \ E sont fermés et plongés dans T 1S.
Par analogie ave le as des ots, l'ensemble E sera appelé ensemble non errant du feuilletage
horoylique.
Nos résultats reposent grandement sur le théorème suivant de lassiation des mesures
transverses invariantes. Ce théorème a été prouvé par Dani [9℄ sur les surfaes hyperboliques
de volume ni, par Burger [5℄ sur les surfaes hyperboliques onvexes-oompates et par
Roblin [18℄ dans le as général en ourbure variable.
Théorème 1.4 (Roblin, [18℄) Si S est une surfae géométriquement nie de ourbure
au plus −1 dont la mesure de Patterson-Sullivan est nie, alors les mesures transverses
invariantes par holonomie et ergodiques sont de l'un des trois types suivants :
1. Une unique mesure µ = {µT } de support E telle que µT (T ∩ EP ) = 0 pour toute
transversale T .
2. Les mesures induites anoniquement par un horoyle ompat de EP .
3. Les mesures induites par les horoyles (fermés) inlus dans T 1S \ E.
En partiulier, on en déduit que sans hypothèse d'ergodiité, il existe une unique mesure
µ = {µT } de support E telle que µT (T ∩ EP ) = 0 pour toute transversale T .
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Remarque 1.5 En fait, le théorème 1.4 est démontré dans [18℄ sous l'hypothèse de non-
arithmétiité du spetre des longueurs, et 'est Dal'bo [7℄ qui a montré que ette hypothèse
est satisfaite sur les surfaes. La même remarque s'applique au théorème 2.2 énoné plus
loin.
Pour nir, rappelons que sur haque feuille H+ du feuilletage de T 1S˜, on dispose d'une
distane dH+ , distane dite de Hamenstädt (voir [15℄) et dénie omme suit. Pour tous
(u, v) ∈ (H+)2, si x ∈ S˜ est un point quelonque de la géodésique (u+v+),
dH+(u, v) = exp
(
1
2
βu+(x, u) +
1
2
βv+(x, v)
)
Elles sont bien dénies (ar l'expression i-dessus ne dépend pas de x ∈ (u+v+)), invariantes
par isométries : pour tout γ, dγH+(γu, γv) = dH+(u, v), et poussées par le ot, elles vérient
pour tout t ∈ R,
dg˜tH+(g˜
tu, g˜tv) = et dH+(u, v). (5)
Nous noterons B+(u, r) une boule pour la distane dH+ . La propriété d'invariane par Γ
de es distanes fait que les boules passent au quotient en des ensembles qui seront enore
notés B+(u, r).
2 Equidistribution des moyennes vers la mesure de Patterson-
Sullivan
Les moyennes que nous onsidérons dans e paragraphe sont dénies sur de grandes
boules à l'aide de la famille de mesures µps = {µpsH+} assoiées à la mesure de Patterson-
Sullivan. Rappelons que nous omettons l'indie H+ lorsqu'auune onfusion n'est possible.
Plus préisément, si u ∈ T 1S et r > 0, notonsMr,u la probabilité sur H+(u) dénie pour
toute fontion ontinue à support ompat ψ : T 1S → R par
Mr,u(ψ) =
1
µps(B+(u, r))
∫
B+(u,r)
ψ(v) dµps(v).
Si la feuilleH+(u) est inluse dans E , i.e. entrée dans l'ensemble limite ΛΓ, rappelons que
haque mesure µpsH+ est à support H
+ ∩Ω. Autrement dit, si u est un veteur de l'ensemble
non errant E du feuilletage horoylique, pour tout r > 0,Mr,u est une probabilité à support
dans l'ensemble non errant Ω du ot géodésique.
Notons la propriété suivante, qui déoule diretement de la relation (4) vériée par µps
et de la propriété de dilatation des distanes horosphériques (5). Pour tout u ∈ T 1S, tout
t ∈ R et toute fontion ψ : T 1S → R, on a
Mr,u(ψ) = Mre−t,g−tu(ψ ◦ g
t) (6)
Rappelons que sous l'hypothèse (1), la mesure de Patterson-Sullivan est nie, et on la suppose
normalisée en une probabilité. Notre premier résultat est le suivant :
Théorème 2.1 Soit S une surfae de ourbure au plus −1 géométriquement nie dont les
usps vérient la ondition (1). Alors pour tout u ∈ ER ⊂ E et toute fontion ontinue à
support ompat ψ : T 1S → R, on a
lim
r→+∞
Mr,u(ψ) =
∫
T 1S
ψ dmPS
Dans les deux paragraphes qui suivent, nous allons présenter deux preuves distintes de
e résultat, l'une dans le as d'une variété onvexe-oompate, i.e. géométriquement nie
sans usps, où on obtiendra même une onvergene uniforme en u à ψ xée, et la seonde
dans le as général.
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2.1 Preuve dans le as onvexe-oompat
Si M est onvexe-oompate, Ω est ompat, et si u est un veteur non errant du ot
géodésique, les moyennes (Mr,u)r>0 sont à support ompat.
La preuve repose sur deux faits indépendants, et reprend ertains des arguments utilisés
par Ellis et Perrizo dans [E-P℄. Le premier fait est l'équidistribution des moyennes poussées
par le ot : 'est un résultat général de Babillot (valable en toute dimension), provenant de
la propriété de mélange de mPS .
Théorème 2.2 (Babillot, [1℄) Soit S une surfae géométriquement nie à ourbure in-
férieure à −1. Pour toute fontion ψ : T 1S → R ontinue à support ompat, u ∈ Ω et r > 0
xé, la suite de moyennes (Mr,u(ψ ◦ gt))t>0 onverge vers
∫
T 1S ψ dmPS quand t→ +∞.
Le deuxième fait onerne l'équiontinuité de la famille de fontions {u → Mr,u(ψ ◦
gt), t ≥ 0}.
Lemme 2.3 Soit ψ : T 1S → R une fontion ontinue à support ompat. La famille de
fontions u→Mr,u(ψ ◦ gt) est équiontinue en t ≥ 0.
Ce lemme est démontré dans [19℄, lemme 4.3, lorsque pour tout u ∈ Ω, on a
µpsH+(∂B
+(u, 1)) = 0.
Cette ondition sur le bord des boules horosphériques est satisfaite ii. En eet, elles sont
de dimension 1, et don leur bord omporte deux points. Comme par ailleurs la mesure de
Patterson νo est sans atomes (voir [8℄), la mesure µ
ps
H+ aussi, d'où le résultat.
Comme Ω est ompat, le lemme i-dessus implique que la famille d'appliations {u →
Mr,u(ψ ◦ gt) , t ≥ 0} est en fait uniformément équiontinue sur Ω. On en déduit que les
moyennes Mr,u(ψ ◦ gt) onvergent uniformément en u ∈ Ω vers
∫
T 1S ψ dmPS .
On utilise alors la relation fondamentale (6) pour passer de la propriété d'équidistribution
du théorème 2.2 à elle souhaitée du théorème 2.1. Plus préisément, si ψ : T 1 → R est une
fontion ontinue xée, et ε > 0 est donné, il existe un T ≥ 0, tel que pour tout t ≥ T et
tout u ∈ Ω, on a ∣∣∣∣Mr,u(ψ ◦ gt)−
∫
T 1S
ψ dmPS
∣∣∣∣ ≤ ε .
Maintenant, si v ∈ Ω et t ≥ T , la relation (6) et l'inégalité i-dessus appliquée à u = g−tv
donnent ∣∣∣∣Mret,v(ψ)−
∫
T 1S
ψ dmPS
∣∣∣∣ ≤ ε .
Cei onlut la preuve du théorème 2.1.
2.2 Cas général
Dans e paragraphe, nous traitons le as où S a des usps. Il n'y a plus alors uniité
d'une mesure transverse invariante par holonomie (voir le théorème 1.4). Nous donnons
don une preuve diérente de la préédente, dont le prinipe est de montrer que toute valeur
d'adhérene des probabilités (Mr,u)r>0, pour u ∈ ER, est égale à mPS .
Le problème essentiel qui apparaît est la non-ompaité de l'ensemble non-errant Ω du
ot géodésique. L'étape ruiale de la preuve est alors le théorème i-dessous (qui néessite
l'hypothèse (1)).
Théorème 2.4 ([20℄) Soit M une variété à ourbure au plus −1 géométriquement nie
dont les usps vérient la ondition (1). Soit ε > 0 xé, et C ⊂ T 1M un ompat. Il existe
un ompat Kε,C de l'ensemble non errant Ω du ot géodésique, tel que pour tout veteur u
de C ∩ ER et tout r > 0, on a
Mr,u(Kε,C) ≥ 1− ε
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Ce résultat assure que pour tout veteur u xé de ER, les valeurs d'adhérene lorsque
r → +∞ de (Mr,u)r≥0 pour la topologie faible sont des probabilités à support dans Ω.
Autrement dit, il n'y a pas de perte de masse due à la présene de usps.
Le reste de la preuve réside dans les deux lemmes indépendants i-dessous.
Lemme 2.5 Si u ∈ ER, toute valeur d'adhérene m de (Mr,u)r≥0 quand r → +∞ se déom-
pose sous la forme m = ν ◦ µps, où ν est une mesure transverse invariante par holonomie,
et µps est le système de Haar assoié à la mesure de Patterson-Sullivan.
Ce lemme est le seul qui utilise le fait que S est une surfae, et don que les feuilles du
feuilletage horoylique sont de dimension 1.
Lemme 2.6 Si u ∈ ER, toute valeur d'adhérene m de (Mr,u)r≥0 quand r → +∞ vérie
m(EP ) = 0.
Des deux lemmes i-dessus, on déduit que toute valeur d'adhérene des moyennes s'érit
ν ◦ µps, où ν est une mesure transverse invariante à support dans E , et telle que pour toute
transversale T , νT (EP ∩ T ) = 0.
Le théorème 1.4 de lassiation des mesures transverses invariantes par holonomie et
le lemme 2.6 impliquent alors ν = µ (à une onstante multipliative près). Toute valeur
d'adhérene de (Mr,u)r≥0 est alors une probabilité de la forme steµ ◦ µps = stemPS , et
le fait que mPS soit normalisée donne ste = 1. Cei signie exatement la onvergene des
moyennes vers la mesure de Patterson-Sullivan.
Démonstration du lemme 2.5: Dénissons pour tout r > 0 une mesure transverse
νr = {νrT } par
νrT :=
1
µps(B+(u, r))
∑
t∈T∩B+(u,r)
δt .
Soit m une valeur d'adhérene de la suite (Mr,u)r≥0. Il sut de montrer qu'en restrition
à toute boîte relativement ompate B = T × P , la mesure m est de la forme voulue. Sur
une telle boîte, on a
Mr,u(B) =
∫
T
dνrT (t)
∫
Pt
1 dµps +R(B, T, r) .
L'erreur ommise R(B, T, r) est due d'une part à des termes éventuellement oubliés dans
l'intégrale sur T , orrespondant aux t ∈ T∩H+(u)\B+(u, r), tels que µps(Pt∩B+(u, r)) > 0,
et d'autre part à des termes omptés en trop dans ette intégrale, les t ∈ T ∩ B+(u, r) tels
que µps(Pt ∩ B+(u, r)) < µps(Pt). Chaun de es termes est majoré en valeur absolue par
1
µps(B+(u, r))
sup
t∈T
µps(Pt). De plus, le fait que les feuilles soient de dimension 1 et les boules
B+(u, r) soient onnexes implique qu'il y a au plus deux termes d'erreur. Finalement, on a
|R(B, T, r)| ≤
1
µps(B+(u, r))
2 sup
t∈T
µps(Pt).
Fait 2.7 Soit u ∈ ER. La quantité µps(B+(u, r)) tend vers +∞ quand r → +∞.
En eet, omme u− ∈ ΛR, il existe une suite tk → +∞ telle que g
−tku est basé dans la
partie ompate C0. Les relations (4) et (5) donnent
µps(B+(u, etk)) = eδΓtk µps(B+(g−tku, 1)) ≥ eδΓtk inf
w∈Ω∩C0
µps(B+(w, 1))→ +∞.
On déduit du fait i-dessus que le reste R(B, T, r) tend vers 0 quand r → ∞. Comme
les moyennes sont à support dans Ω, on peut se restreindre aux boîtes B telles que pour
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R(B, T, r)
T
B+(u, r)
B
tout t ∈ T , Pt ∩ Ω est non vide. Mais omme la mesure µ
ps
H+ a pour support H
+ ∩ Ω, ei
implique qu'on peut supposer
0 < inf
t∈T
µps(Pt) ≤ sup
t∈T
µps(Pt) < +∞.
Ces inégalités montrent que si la suite (Mrn,u)n∈N onverge vers une mesurem, alors la suite
de mesures νrnT onverge aussi vers une mesure νT pour la topologie faible de T . Cei dénit
une mesure transverse ν = {νT }, et le fait que µ
ps
soit un système de Haar implique alors
que la mesure m est de la forme m = ν ◦ µps.
Pour démontrer le lemme, il reste à vérier que la mesure transverse ν = {νT} ainsi
dénie est invariante par holonomie. Pour tout r > 0 et toute appliation d'holonomie
ζ : T → T ′ entre deux transversales T et T ′ d'une même boîte B, toujours pare que le
feuilletage est de dimension 1 et les boules sont onnexes, on a
#
(
T ∩B+(u, r)
)
△ζ−1
(
T ′ ∩B+(u, r)
)
≤ 2.
On en déduit que
lim
r→+∞
νrT
(
T ∩B+(u, r)△ζ−1(T ′ ∩B+(u, r))
)
= 0.
Cei prouve bien que les valeurs d'adhérene de νr = {νrT } sont invariantes par holonomie.

Démonstration du lemme 2.6: L'argument est repris de [2℄. Considérons une limite
vague m de (Mrn,u) quand n→ +∞, et supposons qu'il existe un ompat Q ⊂ EP tel que
m(Q) = β > 0. Le théorème 2.4 de non divergene fournit un ompat K = Kβ/4,C0 de T
1S
tel que pour tout veteur v ∈ ER basé dans la partie ompate C0, et tout r > 0, on ait
Mr,v(K) ≥ 1−
β
4
. (7)
Les veteurs de EP sont divergents pour le ot géodésique. Par ompaité de Q, on sait que
pour tout t ≥ 0 susamment grand, g−tQ ne renontre pas le ompat K. Or (g−tu)t≥0
revient inniment souvent dans la partie ompate C0 ; on peut don trouver T > 0 tel que
l'on ait simultanément
g−TQ ∩K = ∅ et g−Tu ∈ C0 .
Comme g−TQ et K sont deux ompats disjoints, on peut trouver une fontion ψ : T 1S →
[0, 1] ontinue à support ompat valant 1 sur g−TQ et 0 surK. En partiulier, ψ ≥ 1g−TQ =
1Q ◦ gT , et on a alors
lim
n→∞
Mrn,u(ψ ◦ g
−T ) = m(ψ ◦ g−T ) ≥ m(Q) = β > 0 .
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Il existe don N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait
Mrne−T ,g−T u(ψ) =Mrn,u(ψ ◦ g
−T ) ≥
β
2
. (8)
Mais ψ ≤ 1− 1K , d'où pour tout r > 0, d'après (7) i-dessus,
Mr,g−Tu(ψ) ≤ 1−Mr,g−Tu(K) ≤
β
4
,
e qui, lorsque r = rne
−T
ave n ≥ N est en ontradition ave (8). 
3 Equidistribution de moyennes généralisées
Dans e paragraphe, nous nous intéressons à des moyennes du même type que préédem-
ment, mais pour une famille de mesures quelonque sur les feuilles.
Soit don α = {αH+} un système de Haar pour le feuilletage horoylique de T
1S. Soient
u ∈ T 1S un veteur, r > 0 et ψ : T 1S → R une fontion ontinue. On dénit alors
Mαr,u(ψ) :=
1
α(B+(u, r))
∫
B+(u,r)
ψ(v) dα(v).
Le but de ette setion est d'obtenir un théorème d'équirépartition de es moyennes
généralisées analogue au théorème 2.1, la mesure limite étant ette fois la mesure µ ◦ α
au lieu de la mesure de Patterson-Sullivan mPS , où µ désigne toujours l'unique mesure
transverse invariante à support dans E telle que µT (EP ∩ T ) = 0 pour toute transversale T .
Nous allons déduire du théorème 2.1 le résultat suivant :
Théorème 3.1 Soit S une surfae géométriquement nie à ourbure au plus −1 dont les
usps vérient la ondition (1). Soit α = {αH+} un système de Haar pour le feuilletage W
su
,
tel que pour toute feuille H+, la mesure αH+ est de support H
+
. Pour tout u ∈ ER ⊂ E et
toutes fontions ontinues à support ompat ϕ et ψ de T 1S dans R, on a∫
B+(u,r)
ψ dα∫
B+(u,r)
ϕdα
−→
∫
T 1S ψ d(µ ◦ α)∫
T 1S
ϕd(µ ◦ α)
quand r → +∞.
Démonstration: Il sut de montrer que pour tout ompat K ⊂ T 1S xé (susamment
gros pour que µ ◦α(K) 6= 0), il existe une onstante c(K) > 0, telle que pour toute fontion
ψ : T 1S → R ontinue à support dans K, on a
Mα,Kr,u (ψ) :=
∫
B+(u,r) ψ dα∫
B+(u,r)
1K dα
−→ c(K)
∫
T 1S
ψ d(µ ◦ α) , quand r → +∞. (9)
Nous aurons besoin pour ela du lemme suivant :
Lemme 3.2 Si u ∈ ER, il existe un ompat K0 de T 1S tel que α(B+(u, r) ∩K0) → +∞
quand r → +∞.
Démonstration: Comme u− ∈ ΛR, l'horoyle H+(u) revient inniment souvent dans
l'ensemble π−1C0 des veteurs basés dans la partie ompate C0 de S (théorème 1.3)).
Posons K0 = {w ∈ B
+(v, 1), ave v ∈ π−1C0}. Comme αH+(u) est de support H
+(u),
inf
pi(v)∈C0
αH+(v)(B
+(v, 1)) > 0. Par dénition de K0, on en déduit αH+(u)(K0) = +∞, e qui
donne le résultat voulu. 
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Remarque 3.3 La démonstration du lemme i-dessus est le seul endroit où on utilise le
fait que pour toute feuille H+, αH+ est de support tout H
+
. On peut tout à fait se passer
de ette hypothèse dès que la onlusion du lemme i-dessus est vériée, e qui, omme on
l'a vu, est le as de pour la famille de mesures {µpsH+}.
Il sut maintenant de montrer (9) pour tout ompat K de T 1S qui ontient K0. Nous
supposerons que le ompat K onsidéré est propre, i.e. égal à l'adhérene de son intérieur.
Considérées omme des probabilités sur K, les moyennes Mα,Kr,u ont des valeurs d'adhérene
pour la topologie faible sur K qui sont des probabilités sur K. Pour toute transversale T au
feuilletage qui est inluse dans K et tout r > 0, posons
να,rT :=
1
α(B+(u, r) ∩K)
∑
t∈T∩B+(u,r)
δt.
Pour toute boîte B = T ×P inluse dans K et toute fontion ontinue ψ à support dans B,
érivons
Mα,Kr,u (ψ) =
∫
T
dνα,rT (t)
∫
Pt
ψ(v) dα(v) +R(ψ, T, r).
Le même raisonnement que dans la preuve du lemme 2.5 donne la majoration
|R(ψ, T, r)| ≤
1
α(B+(u, r) ∩K)
2‖ψ‖∞ sup
t∈T
α(Pt).
Le lemme 3.2 i-dessus assure que e reste tend vers 0 quand r → +∞.
Ce qui préède montre que toute valeur d'adhérene m = limn→∞M
α,K
rn,u est de la forme
ν◦α, ave ν = {νT } une mesure transverse dénie sur toutes les transversales T au feuilletage
inluses dans K par
ναT = lim
n→∞
να,rnT .
Rappelons que dans la preuve du lemme 2.5, on avait déni pour tout r > 0 une mesure
transverse νr de façon similaire à να,r. On a pour tout r > 0 et toute transversale T inluse
dans K
να,rT =
µps(B+(u, r))
α(B+(u, r) ∩K)
νrT .
Le théorème 2.1 implique que pour toute transversale T , νrT onverge faiblement vers µT
quand r → ∞. Le fait que, en restrition à K, m = limn→∞Mα,Krn,u soit une probabilité
implique qu'il existe des transversales T inluses dans K, pour lesquelles να,rnT onverge
faiblement vers une mesure nie non nulle νT . Ces deux faits réunis impliquent la onvergene
de
µps(B+(u, rn))
α(B+(u, rn) ∩K)
vers une onstante nie non nulle. Don νT est proportionnelle à µT .
Finalement, un argument de normalisation permet d'en déduire que pour toute fontion
ontinue à support dans K,
m(ψ) = lim
n→∞
Mα,Krn,u(ψ) =
∫
T 1S ψ d(µ ◦ α)∫
T 1S 1K d(µ ◦ α)
.
Cei étant vrai pour tout ompat K et toute valeur d'adhérene m de (Mα,Kr,u )r>0, le
théorème en déoule. 
4 Courbure onstante : moyennes sur les orbites du ot
horoylique
Soit S = Γ\H une surfae hyperbolique géométriquement nie, ave H l'espae hyper-
bolique. Le groupe PSL(2,R) agit simplement transitivement sur son bré tangent T 1H,
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on peut don identier T 1H ave PSL(2,R). Dans ette identiation, le ot horoylique
(ht)t∈R agit par multipliation à droite par {
(
1 0
t 1
)
, t ∈ R}. Cei revient à déplaer
les veteurs d'une distane t sur l'horoyle fortement instable qu'ils dénissent (pour la
métrique induite sur l'horoyle par la métrique hyperbolique). Cette ation ommute à Γ,
et passe don au quotient en le ot horoylique de T 1S.
La suession d'énonés i-dessous permet de voir que le théorème 4.4 est un as parti-
ulier du théorème 3.1 démontré préédemment.
Un alul simple mais fastidieux donne
Lemme 4.1 Si u ∈ T 1H et t ∈ R, on a dH+(u, h
t(u)) = |t|.
Les boules B+(u, r) sont dans e as exatement les segments d'orbites (hs(u))|s|≤t.
D'autre part, par ontinuité du ot horoylique, on a failement :
Lemme 4.2 La mesure dt sur les orbites du ot horoylique est un système de Haar pour
le feuilletage horoylique, que l'on notera λ.
Un alul simple montre que tous les sous-groupes paraboliques de Γ ont pour exposant
1/2. En omparant la distane hyperbolique et la distane induite sur un horoyle entre
deux points d'un même horoyle, on montre :
Lemme 4.3 L'hypothèse (1) de roissane des usps est vériée.
Notre dernier résultat est don :
Théorème 4.4 Soit S une surfae hyperbolique géométriquement nie. Alors pour tout u ∈
ER et pour toutes fontions ϕ et ψ ontinues à support ompat sur T 1S, on a∫ t
−t
ψ ◦ hs(u) ds∫ t
−t
ϕ ◦ hs(u) ds
−→
∫
T 1S
ψ d(µ ◦ λ)∫
T 1S
ϕd(µ ◦ λ)
quand t→∞.
Remarquons que la mesure m = µ◦λ du théorème i-dessus est innie dès que l'ensemble
limite ΛΓ est stritement inlus dans le bord ∂S˜ (i.e. dès que S n'est plus de volume ni).
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